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Resumen²En este trabajo se aborda la estabilización 

de sistemas lineales con retardo de tercer orden, con un 

polo inestable y dos más estables, los cuales pueden ser 

complejos conjugados. Se dan las condiciones 
necesarias y suficientes para la estabilización del 

sistema por retroalimentación estática de la salida 
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I. INTRODUCCIÓN 

Una de las mayores dificultades en el diseño de un 
sistema de control es sin duda la presencia de retardos, 
máxime si el sistema que se pretende controlar es inestable 
en lazo abierto y/o de fase no mínima. 

Los retardos temporales pueden ser intrínsecos a los 
procesos a controlar, véase por ejemplo los procesos 
químicos, biológicos, columnas de destilación, procesos 
con intercambios térmicos, etc., o bien introducirse en el 
sistema de control por el propio diseño del mismo (tiempo 
de cómputo del algoritmo de control, sistemas 
distribuidos, control remoto, redes de comunicaciones, 
retardos introducidos por los sensores y/o actuadores, 
etc.). 

En general, los sistemas de control son sensibles a los 
retardos, más incluso que a otros parámetros del modelo. 
De hecho, un sistema de control en lazo cerrado puede 
llegar a inestabilizarse como consecuencia de los mismos. 
La principal limitación de los sistemas con retardos en el 
lazo de control se deriva del decremento de fase, lo cual 
conduce a una inestabilidad del lazo de control implicando 
una limitación en la magnitud de la acción de control. 
(Pierre, 2003).  

Los sistemas con retardos temporales son de dimensión 
infinita, y su función de transferencia en lazo cerrado 
posee un número infinito de polos. Es por tanto muy difícil 
para un regulador convencional realizar un ajuste de estos 
polos. Mayores problemas aparecen cuando tratamos con 
sistemas inestables con retardos, donde la normal 
dificultad de los retardos se ve agravada por la presencia 
de la inestabilidad en el sistema 

Por lo tanto se han desarrollado diversas estrategias de 
control para tratar a los sistemas con retardos. El enfoque 
más simple consiste en ignorar el término de retardo, 
diseñar un controlador para el proceso libre del retardo y 
aplicar el control diseñado al proceso retardado. Es claro 
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que este método solo funciona en el caso de procesos que 
cuentan con un retardo suficientemente pequeño.  Un 
segundo enfoque consiste en la aproximación del operador 
del retardo A?�æ a través de una expansión de series de 
Taylor o mediante la aproximación de Padé. De esta 
manera, el sistema puede ser visto como un sistema de 
fase no mínima con una función de transferencia racional 
HQ� OD� YDULDEOH� FRPSOHMD� ³O´� (Munz, Ebenbauer y Haag, 
2009). 

Otra estrategia para controlar sistemas con retardo es 
utilizar un controlador Proporcional-Integral (PI) y 
Proporcional-Integral-Derivativo (PID). Por ejemplo en 
(Nesimioglu y Soylemez, 2010), se analiza un sistema de 
primer orden inestable con retardo mediante un control 
PID, donde realizan un análisis de estabilidad  basado en 

(Walton y Marshall, 1987), calculando todos los valores 
de ganancias para estabilizar esta clase de sistemas. 
También en (Silva y Bhattacharyya, 2005) se propone un 
conjunto de controladores PID para sistemas con retardo y 
se dan a conocer las condiciones necesarias y suficientes 
de las ganancias (Gá GÜ�U�G×) para la estabilización de 
sistemas de primer orden con retardo. 

El efecto del retardo puede ser compensado mediante la 
eliminación del término exponencial de la ecuación 
característica. Esta técnica consiste en contrarrestar los 
efectos del tiempo de retardo por medio de estrategias que 
intentan predecir los efectos de la entrada actual para una 
salida futura. Esta técnica fue propuesta por Smith (Smith, 
1957) y su compensador de retardo  fue llamado Predictor 
de Smith (PS). 

No obstante el PS cuenta con algunas deficiencias tales 
como: a) es sensible a un mal modelado del sistema, b) No 
es aplicable para la integración de los procesos, y c) el 
esquema de predicción no tiene una etapa de 
estabilización, lo cual restringe su aplicación de lazo 
abierto a sistemas estables. Algunas modificaciones de la 
estructura original de PS se han propuesto en (Seshagiri, 
Rao y Chidambaram, 2007), (Kawnish y Shoukat, 2012), 
para hacer frente a estos inconvenientes, por ejemplo, en 
(Rao y Chidambaram, 2006) han presentado una 
modificación eficiente para el predictor Smith con el fin de 
controlar un sistema inestable de primer orden con retardo 
de tiempo, utilizando el método de síntesis directa. De esta 
manera, un compensador de retardo es diseñado para 
controlar en lazo abierto un sistema de segundo orden 
inestable con retardo. En una perspectiva diferente, 
Normey-Rico (Normey-Rico y Camacho, 2008) y 
(Normey-Rico y Camacho , 2009) propone una 
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modificación a la estructura original del PS con el fin de 
hacer frente a inestabilidad de los sistemas de primer 
orden con tiempo de retardo. 

Por otro lado, algunos trabajos recientes se han 
dedicado al análisis de la estabilidad y estabilización de 
sistemas con retardo con base en enfoques de Lyapunov-
Krasovskii y Lyapunov Razumijin. Estos resultados se 
expresan en términos de ecuaciones algebraicas de Riccati, 
(Kolmanovskii y Richard, 1999), (Qing-Chang, 2006), etc, 
o desigualdades lineales matriciales, (Fridman, Shaked, 
2002), (Lee, Moon, Kwon y Park, 2004), (Mahmoud y Al-
Rayyah, 2009), etc. Por ejemplo, en (Michiels, 
Engelborghs y Vansevenant, 2002), el control de sistemas 
con retardo se aborda mediante un método numérico a fin 
de cambiar los valores propios inestables para el 
semiplano izquierdo, mediante una realimentación estática 
de los estados, aplicando pequeños cambios en la ganancia 
de realimentación, el mismo enfoque se lleva a cabo 
teniendo en cuenta una estrategia basado en un esquema 
observador. Sin embargo, no se proporcionan las 
condiciones de estabilidad con respecto al tiempo de 
retardo. 

Hay diferentes estrategias de control para hacer frente a 
los sistemas de retardo de tiempo, aunque es imposible 
eliminar el efecto del tiempo muerto completamente, el 
efecto es minimizado por los compensadores. Todos los 
compensadores necesitan alguna información previa sobre 
el proceso o sistema. La diferencia reside tanto en el 
rendimiento, así como en la robustez del compensador. 

En (Del Muro, González y Pedraza, 2009) y (See, Qing-
Guo y Cheng, 2010) se reportan condiciones de estabilidad 
para sistemas lineales con un polo inestable, J polos reales 
estables y tiempo de retardo ìá mediante retroalimentación 
estática de la salida. En (See, Qing-Guo y Cheng, 2010), 
adicionalmente se resuelve el problema mediante 
controladores PI-PID. En el presente trabajo se da un paso 
en este tema al abordar el problema particular de los 
sistemas con posibles polos complejos conjugados y 
tiempo de retardo. En particular se aborda el problema de 
la estabilización de los sistemas lineales con un polo 
inestable, un par de polos (que pueden ser) complejos 
conjugados y tiempos de retardo en el canal de entrada-
salida.  

El trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la 
Sección 2 se presenta la formulación del problema. En la 
Sección 3 se presentan algunos resultados preliminares 
que han sido utilizados en la obtención del resultado 
principal este trabajo En la Sección 4 se presenta la 
estrategia de control propuesta, estableciendo las 
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de 
la estructura de control presentada. La Sección 5 esta 
dedicada a presentar un ejemplo didáctico, algunas 
simulaciones numéricas con la finalidad de ilustrar el 
comportamiento del sistema en lazo cerrado así como el 
desempeño de la estrategia de control. Finalmente en la 
Sección 6 se presentan algunas conclusiones. 

II. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Considere la siguiente clase de sistemas lineales 
invariantes en el tiempo (LTI) con una entrada - una salida 
con tiempo de retardo dados por la siguiente función de 
transferencia, 
 

;:O;
7:O; L

0:O;
&:O; A

?�æ L ):O;A?�æ ä 
 

(1) 

Donde 
x 7:O; es la señal de entrada, 

x ;:O; es la señal de salida, 

x ì R r  es el tiempo de retardo,  

x 0:O;�U�&:O;� son polinomios en la variable 
compleja ³O´, 

x ):O; es la función de transferencia libre de 
retardo.  

Aplicando un control por retroalimentación de la salida 
de la siguiente forma 

 
7:O; L >4:O; F ;:O;?3:O;á (2) 

se produce un sistema en lazo cerrado dado por la 
siguiente ecuación: 

 
;:O;
4:O; L

3:O;):O;A?�æ
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(3) 

Note que para sistemas con retardo, el término 
exponencial A?�æ ubicado en el denominador de la función 
de transferencia ec. (3), conduce a un sistema con un 
número infinito de polos y en donde las propiedades de 
estabilidad del sistema en lazo cerrado deben de ser 
indicadas cuidadosamente. 

Este trabajo propone un esquema de control con la 
finalidad de estabilizar la siguiente clase de sistemas de 
tercer orden con un par de polos, posiblemente complejos 
conjugados, un polo inestable y tiempo de retardo, que se 
caracteriza por la siguiente función de transferencia: 

 
;:O;
7:O; L

Ù

:O F =;:O6 E tÞñáO E ñá6; A
?�æä 

 

(4) 

Donde Þ es el factor de amortiguamiento y ñá es la 
frecuencia natural no amortiguada del subsistema de 
segundo orden. Note que cuando r O Þ O s estaremos 
tratando con un sistema que contiene un para de polos 
complejos conjugados. 

En este trabajo se dan condiciones necesarias y 
suficientes para la estabilización de sistemas dados por ec 

(4) por medio de una retroalimentación estática de la 
salida. 

III. RESULTADOS PRELIMINARES 

En esta sección se presentan algunos resultados 
preliminares que han sido útiles para obtener el resultado 
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principal de este trabajo. Considerando el siguiente 
sistema inestable de primer orden con retardo: 

 
;:O;
7:O; L

Ù

:O F =; A
?�æ á 

(5) 

con��= P r, considere una retroalimentación de la salida 
 

7:O; L 4:O;F G;:O;ä (6) 

Si el retardo de tiempo ì�es relativamente pequeño con 
respecto a la posición del polo inestable, entonces, existe 
una ganancia G tal que el sistema en lazo cerrado ecs. (5) - 

(6) es estable, esto es, 

;:O;
4:O; L

ÙA?�æ

O F = E GÙA?�æä 
(7) 

El enunciado anterior puede formalizarse de la manera 
siguiente. 

Lema 1. Considerando el sistema con retardo ec. (5) y 
la retroalimentación de la salida ec. (6). Entonces existe 
una ganancia proporcional  G tal que el sistema en lazo 
cerrado ec. (7), es estable si y solo si  

 

R O 5

Ô
ä   

La estabilidad del sistema con retardo mostrado en ec. 

(7) ha sido ampliamente estudiado en la literatura, por 
ejemplo ver (Niculescu, 2001), (Velasco, del Muro y 
Marquez, 2008), (Silva y Bhattacharyya, 2005), también la 
prueba del Lema 1 puede ser obtenida considerando un 
análisis en el dominio de la frecuencia. Para demostrar este 
resultado, una alternativa simple basada en un estudio 
realizado en tiempo discreto es presentada en (Márquez, 
Del Muro y Velasco, 2010). 

IV. RESULTADOS PRINCIPALES 

El siguiente resultado describe las condiciones 
necesarias y suficientes para la existencia de una ganancia 
G que garantiza la estabilidad en lazo cerrado del sistema. 
 

Teorema. Considere el sistema retardado dado por ec. 

(4), y una retroalimentación de la salida ec. (6). Existe una 
ganancia G tal que el sistema en lazo cerrado  
 
;:O;
4:O; L

ÙA?�æ

:O F =;:O6 E tÞñáO E ñá6;E GÙA?�æá 
(8) 

 
es estable si y solo si 

 

R O s

=
F tÞ

ñá
ä 

 
Demostración: Este resultado puede ser demostrado por 
medio de un análisis en el dominio de la frecuencia. 
Consideremos el sistema ec. (4) con la ley de control ec. 

(6). El Criterio de Estabilidad de Nyquist establece que 
al cerrar el lazo con una ganancia G; el sistema será 

estable si  0 E 2 L r, siendo 2�el número de polos en 
HO�VHPLSODQR�GHUHFKR�GH�OD�YDULDEOH�FRPSOHMD�³O´�\�0 el 
número de rodeos al punto Fs en sentido horario (0 

negativa en el otro sentido) en el diagrama de Nyquist. 
En este caso, como 2 L s, existe una ganancia G que 
estabiliza al sistema si 0 L Fs, i.e., si existe un rodeo 
antihorario al punto Fs. 
Como primer paso se analiza un sistema de primero 

orden como el de la ec. (5) y considerando el Lema 1, con 
una ley de control ec. (6) existe una ganancia G tal que el 

sistema en lazo cerrado es estable si y solo si R O s
�W .  

Considerando un análisis en frecuencia, la función de 
transferencia ):Fñ;�esta dada por la magnitud  �):Fñ;� y 
al ángulo á):Fñ;. 

Donde á):Fñ; L ���
?5 BÂàÀ:Ý ;�

ËØÀ:Ý ; C 
La condición de ángulo en el dominio de la frecuencia 

ñ para la ec. (5) esta dada por 
 

á):Fñ; L F @szr¹ F ���?5 @ñ
=
AAF ñì 

 

Puede demostrarse que la condición R O s
�W  es 

equivalente a pedir que el diagrama de Nyquist parta con 
un angulo con un valor superior a FszrÜ (para frecuencias 
cercanas a cero), es decir,  á):Fñ; P FszrÜ. 

Si consideramos ahora el sistema que nos ocupa dado 
por ec. (4),  la condición de ángulo en el dominio de la 
frecuencia ñ esta dada por 

 

á):Fñ; L F @szr¹ F ���?5 @ñ
=
AAFñì F ���?5 l tÞñáñ

ñ6 F ñá6p 

 

Sea Ú L P=J
?5 @6 Ù� 

 .? Ù
.
A ä Es claro que si se cumple la 

condición R O s
�W  ya que si Ú es lo suficientemente 

pequeño entonces existe una ganancia G que estabiliza al 
sistema, dado que la condición de Nyquist sigue siendo la 
misma, (un rodeo antihorario al punto Fs). Al ir creciendo 
el valor del parámetro Ú, el lazo que forma el rodeo 
antihorario al punto Fs va disminuyendo hasta extinguirse 
(el diagrama de Nyquist parte entonces con angulo menor 
a Fszr¹) como se puede ilustrar en la Figura 1.  

Además considerando que para frecuencias pequeñas 
���

?5:ñ; N ñ, y tomando en cuenta que�á):Fñ; P
FszrÜ, es decir, 
 

Fszr¹ E @ñ
=
AFñì F tÞñáñ

ñ6 F ñá6 P FszrÜá 
 
no es difícil concluir que despejando ì, la condición de 
estabilidad para el sistema ec. (4) es simplemente 

 

ì O s

=
F tÞ�
ñá
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Nota: Otra forma de presentar el resultado es ver el 
subsistema de segundo orden como un sistema con polos 
complejos conjugados, esto es, 

 
ñá

6

O6 E tÞñáO E ñá6 L
s

:O E > E F>Ü;:O E > F F>Ü;á 
 

donde > es la parte real y >Ü la parte imaginaria de los 
polos complejos conjugados, por lo tanto considerando el 
siguiente sistema con retardo  
 

;:O;
7:O; L

Ù

:O F =;:O E > E F>Ü;:O E > F F>Ü; A
?�æ á 

 
y una retroalimentación estática de la salida, tal que 

 
;:O;
4:O; L

ÙA?�æ
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Entonces existe una ganancia G tal que el sistema en lazo 
cerrado es estable si y solo si  

 

R O s

=
F t>

>6 E >Ü6
 

 
Note que ambas representaciones se relacionan 

mediante las expresiones; Þñá L > y ñá
6 L >6 E >Ü6. 

V. EJEMPLO 

En particular, los procesos inestables con retardo de 
tiempo se encuentran con frecuencia en procesos químicos 
e industriales, como tanques de almacenamiento de 
líquidos o reactores continuamente agitados (CSTR), 
(Bequette, 2003). 

El siguiente ejemplo ilustra el desempeño de la 
estrategia de control propuesta en este trabajo. 

Considere el siguiente sistema LTI con un polo 
inestable, un par de polos complejos conjugados y  tiempo 
de retardo caracterizado por la siguiente función de 
transferencia 

 
;:O;
7:O; L

s

:O F s;:O E vE Ft;:O E v F Ft; A
?ä98æá 

(9) 

donde los parámetros del sistema son = L s, ì L räwv,  
Þ L räz{ y ñá L vävy.  

Por lo tanto se puede establecer la condición de 
estabilidad dada por el Teorema presentado en este trabajo 

tal que räwv O sF 6:4ä<=;�
8ä8;

L räx.  

Por lo tanto existe una retroalimentación de la salida 
con una ganancia G tal que se puede estabilizar el sistema 
en lazo cerrado. 

Se encuentra una ganancia G que cumpla con el criterio 
de Nyquist, recurriendo a un análisis en el dominio de la 
frecuencia. La ganancia sugerida para este sistema es 
G L träs, en la Figura 2 se puede apreciar el diagrama de 
Nyquist correspondiente. 

 

 
)LJXUD����'LDJUDPD�GH�1\TXLVW 

Finalmente en la Figura 3 se puede apreciar el adecuado 
comportamiento de la señal de salida del sistema de la ec. 

(9), además el sistema muestra tener cierta robustez y un 
adecuado comportamiento (como se puede ver en la Figura 
4) ante variaciones paramétricas, las cuales en la industria 
son muy cotidianas ya que diario existe desgaste de los 
componentes de la planta.  

 

 
)LJXUD����6HxDO�GH�6DOLGD�GHO�6LVWHPD� 

 
)LJXUD����6HxDOHV�GH�6DOLGD�GHO�6LVWHPD�DQWH�YDULDFLRQHV�

SDUDPpWULFDV� 
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Nótese que el sistema preserva la estabilidad a pesar de 
tener algunas fluctuaciones en su respuesta ante 
variaciones en los parámetros, que es una característica 
importante para controlar los sistemas físicos, ya que no es 
posible asegurar que los sistemas son susceptibles a 
pequeños cambios en su funcionamiento. 

Por otro lado, es importante observar que cuando el 
retardo de tiempo es suficientemente grande (es decir, 

cerca del límite 
5

Ô
F 6�

ñJ
), la región de estabilidad del 

sistema de lazo cerrado se hace más pequeño (como puede 
verse en el diagrama de Nyquist de la Figura 5). Pero, a su 
vez, es también importante observar que cuando se calcula 
la ganancia para el retardo máximo del sistema, esta 
ganancia puede soportar todos los retrasos que existen 
desde 0 hasta el retardo máximo como se ve en la Figura 
5. Con el fin de ilustrar este hecho (ver Figura 5 y 6), 
vamos a considerar una ganancia G L trärw 

 

 
)LJXUD����'LDJUDPD�GH�1\TXLVW�SDUD�GLIHUHQWHV�YDORUHV�GH�

Î 

 
 
)LJXUD����6HxDO�GH�VDOLGD�FRQ�YDULDFLRQHV�HQ�HO�UHWDUGR� 

VI. CONCLUSIONES 

Los sistemas inestables con retardo de tiempo 
representan comúnmente un problema de control difícil de 
abordar. En este trabajo se presentan las condiciones 
necesarias y suficientes bajo las cuales es posible 
estabilizar sistemas de tercer orden inestables con posibles 
polos complejos conjugados y tiempo de retardo mediante 
una retroalimentación estática de la salida. 
Adicionalmente, esta estrategia proporciona cierta 
robustez ya que pese a variaciones en sus parámetros sigue 
funcionando adecuadamente como se pudo ilustrar en el 
ejemplo presentado en este trabajo. 
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